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Введение

В последние годы Россия меняется. Она становится страной, где приоритеты и акценты сдвигаются в сторону личности, ее самодостаточности. Именно поэтому происходит переосмысление задач образования и воспитания общеобразовательной школы. Концепция Российского образования на период до 2010г. в качестве основной цели образовательного процесса рассматривает воспитание личности мобильной, конкурентоспособной, активной и разносторонне образованной, готовой решать проблемы, находить выход из различных ситуаций. 

В связи с принятием и утверждением новых образовательных стандартов и внедрением их в образовательный процесс возникла  необходимость переосмысления не только содержания образования, но и технологии обучения в целом.

Исходя из современных условий в основу преподавания любого предмета должен быть положен компетентностный подход. Школа должна вооружить ребенка не конкретным, предметным знанием, а уделить внимание его развитию, способности к решению проблем, которые основываются «прежде всего на освоении способов деятельности, применимых за рамками учебного предмета»
. 

Математика выступает как средство развития логического мышления, умения анализировать, выделять сущности и отношения, описывать планы действий и делать логические выводы. Важным показателем развития теоретического мышления учащихся является умение переносить полученные знания, способы и приемы деятельности из иной образовательной области в другую; кроме того, умение выделять систему понятий, характерную для конкретной образовательной области, пользоваться ей, расширять ее объем. 

Исходя из поставленных перед образованием целей, школа должна решать следующие методические задачи:

· формировать умения и навыки критического мышления в условиях работы с большими объемами информации; 

· формировать навыки самостоятельной работы с учебным материалом с использованием информационных технологий;

· формировать навыки самообразования, навыки работы в команде;

· развивать умение формулировать задачи и кооперативно их решать;

· формировать навыки самоконтроля.

Для того чтобы решить данные задачи, необходимо внедрение инновационных технологий, нестандартных подходов к преподаванию, которые позволяют объединить самые эффективные методы обучения.

Целью данной работы является описание опыта работы по формированию навыка решения задач на построение с помощью строго ограниченного набора чертёжных инструментов.
Исходя из поставленной цели определены следующие задачи:

· Изучить научно-методическую литературу по теме
· Описать систему работы по данной теме
· Разработать планирование курса по выбору для 9-11 классов по теме «Элементы проективной геометрии в решении задач на построение», 
· Дать некоторые методические и дидактические рекомендации.

Новизна данной работы заключается в том, что, практически не выходя за рамки школьной программы мы знакомим учащихся с некоторыми понятиями проективной геометрии и их практическим применением, несколько расширяем взгляд учащихся на такие, хорошо известные им фигуры, как треугольник и четырехугольник,  на новом для учащихся материале повторяем, закрепляем  знания отдельных тем курса элементарной геометрии: аксиомы планиметрии и стереометрии, пропорциональные отрезки, векторы, подобие треугольников, теоремы Менелая и Чевы (не входят в курс базовой школы). 

Актуальность темы объясняется изменением роли учителя в современной системе образования, что продиктовано воздействием на структуру его профессиональной деятельности множества факторов, имеющих научную, технологическую и иную природу.

Методическая разработка состоит из введения, где обоснован выбор темы и озвучены цели и задачи данной работы, трех глав, заключения (результаты апробирования данного курса) и приложения( содержащего презентацию и набор задач).

Глава 1. Роль задач на построение в психическом развитии подростков

Задачи на построение по самой своей постановке и методам решения призваны развивать способность отчетливо представлять себе ту или иную геометрическую фигуру и уметь оперировать элементами этой фигуры.

Эти задачи могут способствовать пониманию происхождения различных геометрических фигур, возможности их преобразования. Посредством задач на построение (даже простейших из них) более глубоко осознаются теоретические сведения об основных геометрических фигурах, так как в процессе решения этих задач можно создать наглядную модель изучаемых свойств и отношений и работать с этой моделью. Каждый этап решения задач на построение является предпосылкой для интенсивной работы и, конечно же, развития логического и ассоциативного мышления. Благодаря задачам этого типа мы получаем возможность проявить изобретательность, инициативу, развивать конструктивные способности. Кроме того, задачи на построение развивают поисковые навыки решения практических проблем, приобщают к посильным самостоятельным исследованиям, что очень важно в формировании умений и навыков умственного труда. Таким образом, роль задач на построение, прежде всего развивающая.

В работах по психологии отмечается, что в подростковом возрасте развитие познавательных процессов детей достигает такого уровня, что они оказываются практически готовыми к выполнению всех видов умственной работы взрослого человека, включая самые сложные. Подросток с большим интересом выполняет те виды учебной деятельности, которые делают его более взрослым в своих собственных глазах. В этом плане задачи на построение выступают мотивом учения, так все этапы решения таких задач позволяют ребенку почувствовать себя «взрослым». Анализ и исследование, выбор оптимального пути построения, возможность проконтролировать себя самостоятельно (этап доказательства) - все это очень схоже с действиями взрослого человека. И задачи на построение являются для подростка принципиально новой формой деятельности.

При решении задач на построение ученик может проявить свою инициативу и самостоятельность. Часто у детей возникают неожиданные предложения по их решению, с которыми учитель должен согласиться и поощрить ученика словом, оценкой.

В подростковом возрасте развитие речи идет с одной стороны, за счет расширения богатства словаря, с другой - за счет усвоения множества значений, которые способен закодировать словарь родного языка. Подросток интуитивно подходит к открытию того, что язык, будучи знаковой системой, позволяет, во-первых, отображать окружающую действительность и, во- вторых, фиксировать определенный взгляд на мир.

Задачи на построение как вид учебной деятельности со специфическим понятийным аппаратом помогают в развитии речи подростка. Причем развитие идет как за счет расширения словарного запаса, так и за счет познания все большего числа значений.

В отрочестве подростки начинают осваивать графические схемы, они способны подбирать их к существующим геометрическим предметам. При этом подросток решает задачи по подбору освоенных графических образов. Графический образ рассматривается как представление о  том, как предмет должен быть изображен. В развитии сенсорных систем выделяют два направления. Первое - когда графический образ может возникнуть лишь на основе визуального восприятия предмета. Второе – когда образ и, следовательно, графическое построение, возникает на основе представлений о фигуре и предмете.

При решении задач на построение подростку приходится оперировать образами фигур и предметов как при непосредственном восприятии их, так и при отсутствии реального предмета. Поэтому эти задачи имеют огромное значение и в развитии сенсорных систем. Большое влияние эти задачи оказывают на развитие внимания.

Если у младшего школьника преобладает непроизвольное внимание, то подросток вполне может управлять им. Однако в школе, на уроках, внимание подростка нуждается в поддержке со стороны учителя. При этом стоит  отметить, что способность к концентрации внимания в подростковом возрасте будет развиваться только при создании условий,  значимых для него с точки зрения деятельности.

Как правило, задачи на построение, особенно с практическим содержанием, интересны для учащихся с позиции содержания и тех умственных действий, которые необходимы для решения; процесс решения задач требует устойчивого внимания, как для осмысления условия задачи, так и для выполнения всех этапов решения.

В подростковом возрасте все большее значение начинает приобретать теоретическое мышление, способность устанавливать максимальное количество символьных связей в окружающем мире. Отрок психологически погружен в реальности предметного мира, образно-знаковых систем, фигурно-фоновых отношений и социального пространства. Усваиваемый в школе при выполнении задач на построение материал становится для подростка условием для построения и проверки своих гипотез.

В отрочестве, с 11-12 лет, вырабатывается формальное мышление. Подросток уже может рассуждать, не связывая себя с конкретной ситуацией, он может ориентироваться на одни лишь общие посылы, независимо от воспринимаемой реальности. Иными словами, подросток может действовать в логике рассуждения.

Подросток становится способным и не только представлять различные возможные пути преобразования данных для эмпирического их испытания, но может и логически истолковать результаты эмпирических проб. Он учится рефлексировать на свои умственные действия и операции, и получать от этого интеллектуальные эмоции.

То, насколько быстро подросток способен выйти на уровень теоретического мышления, определяет глубину постижения им учебного материала и развитие его интеллектуального потенциала.

Опираясь на выше изложенную информацию об особенностях развития мышления подростка, у меня возникло мнение о том, что задачи на построение, как специфический вид учебной деятельности, являются тем фундаментом, на котором возможно быстрое построение прочного «здания» под названием мышление. То есть при  правильном построении уроков с использованием задач на построение развитие мышления у подростков пойдет быстрыми темпами.

В подростковом возрасте воображение, предположительно, превращается в самостоятельную внутреннюю деятельность. Подросток может проиграть мыслительные задачи с математическими знаками и формами, соединяя, таким образом, две высшие психологические функции: воображение и мышление.

События, происходящие в процессе мышления, опосредованы образами и знаками из реальности. Подросток способен субъективно, по своей воле управлять процессами, происходящими в воображении.

Таким образом, необходимо отметить, что задачи на построение, как вид деятельности, предполагающий постоянное преобразование предметов и фигур как на бумаге, так и в сознании, на мой взгляд, непременно будут действовать на воображение и процессы, происходящие в нем.

В заключение необходимо отметить следующее: взаимосвязь между задачами на построение и психическими процессами носит двунаправленный характер. Это означает следующее: 

· задачи на построение влияют на развитие психических процессов, 

· уровень развития психических процессов оказывает влияние на успешность выполнения задач на построение. 

Все это свидетельствует о том, что задачи на построение, дополненные занятиями по развитию психических процессов, в конечном итоге, приведут, возможно, к максимальному личностному развитию ученика.

 Глава 2. О решении задач на построение.
2.1.  Задачи на построение в школьных учебниках.

Решение задач на построение с помощью строго ограниченного набора чертёжных инструментов (в школе это циркуль и линейка без деланий)- традиционная математическая игра. 

Как и всякая игра, она имеет свои строгие правила, включающие в себя следующие этапы:

1. анализ условий задачи, в ходе которого намечается план построения;

2. перечисление всех шагов построения;

3. доказательство того, что построенная фигура - искомая, то есть обладает всеми свойствами, о которых говорится в условии задачи;

4. выполнение исследований, т.е. выяснение того сколько решений имеет задача, различными решениями принято считать лишь неравные фигуры, удовлетворяющие условию задачи.

В сложившейся практике обучения существуют различные мнения относительно необходимости выполнения каждого из четырех этапов (анализ, построение, доказательство, исследование) решения задачи на построение, а также форм реализации этих этапов. 

На данный момент  в подавляющем большинстве школ курс планиметрии преподается либо по учебнику Л. С. Атанасяна «Геометрия7-9», либо по учебнику А.В. Погорелова  «Геометрии7-9».

Как в учебнике Л. С. Атанасяна, так и в учебнике А. В. Погорелова учащимся сначала предлагается элементарные геометрические задачи на построение. К числу таких задач разные авторы относят разные задачи ([3], [11],). Наиболее удачным, на наш взгляд, является список элементарных задач на построение, представленный в учебнике [11] стр30.

Однако в школьных учебниках, как правило, нет полного описания реальных свойств чертёжных инструментов, которые используются для геометрических построений. Нет и чёткой формулировки задач на построение. 

Как уже отмечалось, для построений в школьном курсе геометрии используется циркуль и линейка, и поэтому учащихся, полезно ознакомить с аксиомами циркуля и линейки([11], стр. 16). Кроме того, школьникам интересно будет узнать о возможности выполнения построения другими инструментами: одной линейкой, одним циркулем, двухсторонней линейкой. 

Теория геометрических построений с помощью различных инструментов, отличных от принятых древними циркуля и линейки, разрабатывалась в XVII – XIX вв. Леонардо да Винчи рассматривал построение с помощью линейки и циркуля,  датчанин Мор (1679) и итальянец Москерони (1797) изучали построение, выполняемые циркулем, а основоположники проективной геометрии Штейнер (1833) и Понселе (1822) исследовали геометрические построения, выполняемые линейкой при наличии начерченной окружности с отмеченным центром. 

В XVIII веке швейцарец Ламберт рассматривал и некоторые задачи на построение на ограниченном куске плоскости. Вопрос о построениях «с недоступными элементами» неоднократно изучался и впоследствии, поскольку он представляет большой интерес для практики чертежника и геодезиста.

2.2. О методике решения задач на построение

Напомним, что задачи на построение состоят в том, что требуется построить наперед указанными инструментами некоторую фигуру, если даны некоторые другие фигуры и указаны некоторые соотношения между элементами искомой фигуры и элементами данных фигур.

Каждая фигура, удовлетворяющая условиям задачи, называется решением этой задачи.

Посмотрим, каким образом предлагаются к изучению задачи на построение в учебнике Л.С. Атанасяна «Геометрия7-9». В этом учебнике знакомство с задачами на построение начинается в 7 классе с решения элементарных задач. Последние приведены с готовым способом построения и доказательством его правомерности. Из основных этапов решения задач опускаются анализ и исследование (см.стр 43 учебника)

В 8 и 9 классах учащимся предлагается  решать задачи на построение, не опуская всех 4-х этапов: анализ, построение, доказательство, исследование. Однако и здесь в отдельных задачах, как правило, задачах, решение которых не вызывает особых затруднений, анализ и исследования рекомендуется не проводить (см.стр.102-103 учебника) в целях экономии времени. Конечно, это не противоречит программе по математике для общеобразовательной школы.

Но нас не устраивает то, как происходит первое знакомство учащихся с задачами на построение. Из него учащимся трудно понять, почему построение ведется именно так, как это предлагает учебник, а самое главное, как догадаться до предлагаемого алгоритма построения. При малейшем усложнении задачи каждый раз возникает вопрос о том, как нужно рассуждать, чтоб разыскать способ решения задачи, чтобы получить все решения, чтобы выяснить условия возможности решения задачи и т.п., поэтому, на мой взгляд, в любой (даже самой простой) задаче на построение все этапы являются обязательными к выполнению. При этом желательна запись учащимися каждого этапа решения задачи на построение в тетрадях. В том случае, когда учитель все же считает более уместным провести какой-либо этап в устной форме, сделать это необходимо подробнейшим образом, иначе мы получим механическое заучивание данного в готовом виде способа решения, а это значительно снижает качество усвоения и эффективность всего обучения решению задач на построение в целом.

Конечно, четырехэтапная схема решения задач на построение, разработанная еще в IV в. до н.э. древнегреческими математиками, не является неизменной. Не всегда удобно разделять отдельные ее этапы и в точности осуществлять их в указанном порядке. Однако, следует помнить, что она серьезно помогает осуществлять решение задач на построение, но и способствует формированию у учащихся навыков поисковой, конструктивной и исследовательской деятельности, а также приемов логического и пространственного мышления. Кроме того, выполнение каждого из этапов схемы несет и свою дидактическую функцию: учащиеся осознают последовательность и обоснованность математического рассуждения, необходимость установления полноты найденного решения, исследование возможных частных случаев, уясняют сущность конструктивного метода. Следует заметить, что основные этапы решения геометрических задач на построение характерны для плана решения любой содержательной математической и не только математической задачи.

Методика и методы решения геометрических задач на построение обсуждается во многих учебных пособиях: ([3],[6],[8],[11]). Поэтому здесь мы не будем останавливаться на этих вопросах.

Глава 3. Курс по выбору «Элементы проективной геометрии в решении задач на построение»

3.1. О геометрических построениях с использованием одной линейки.

Геометрическая задача на построение всегда решается с привлечением только некоторых наперёд указанных средств. Этим самым круг производимых построений всегда ограничен: разрешено только комбинировать те основные построения, которыми характеризуются принятые инструменты, и пользоваться общими аксиомами конструктивной геометрии.

Понятно, что ограничение в использовании инструментов, применяемых при решении задачи, а также ограничение размеров чертежа меняет и метод решения задачи. 

Аксиома линейки, казалось бы, ограничивает возможности решения задач на построение([11] стр 242). Нельзя, например, пользуясь только линейкой, разделить отрезок пополам или провести параллель к данной прямой. Однако существует целый класс позиционных задач, решаемых с помощью одной линейки, причём задач не обычных по формулировке (с недоступными точками), задач развивающих изобретательность и требующих нетрадиционных подходов. Эти задачи легко можно решить с использованием одной только линейки, если на плоскости дана некоторая вспомогательная фигура, например, прямая или окружность.

Изучение геометрических построений, производимых исключительно линейкой, привлекло внимание математиков ещё в XVII веке. И объяснялось это прежде всего использованием геометрических построений в практике геодезических работ. Такого рода построениями занимался датчанин Мор, Ламберт, Брианшон (написавший книгу «Приложение теории трансверсалей» в 1818 году, предназначенную для лиц, занимающихся землемерными работами), Ж. Понселе в связи с его исследованиями по проектной геометрии. Наиболее полное исследование в этой области принадлежат швейцарскому математику Я.Штейнеру. 

Как правило, позиционные задачи на построение, выполняемые только линейкой, в школьном курсе геометрии не рассматриваются. Такие задачи решаются в курсе проективной геометрии, входящем в программу подготовки учителя математики средней школы. Понятно, что о включении основ проективной геометрии в школьную программу математики не может быть и речи. Однако изучение отдельных теорем и проективных свойств треугольников и четырёхугольников возможно. При этом следует заметить, что теоретический материал, необходимый для выполнения построения одной линейкой, вполне доступен для учащихся и может быть изложен на понятном им языке. Все определения и понятия могут быть введены конструктивно с использованием фигур, хорошо известных учащимся. 

3.2.  План курса по выбору.

План курса по выбору предусматривает не только решение задач на построение с помощью одной линейки, но и знакомство с понятиями и теоремами проективной геометрии, на базе которых осуществляется решение задач. Его цель заключается также в том, чтобы на новом для учащихся материале повторить, закрепить и расширить знания отдельных тем курса элементарной геометрии: аксиомы планиметрии и стереометрии, пропорциональные отрезки, векторы, подобие треугольников, теоремы Менелая и Чевы (не входят в курс базовой школы). 

Предлагаю следующее содержание курса:

	Тема занятия
	Кол-во часов

	Теорема Дезарга и её модификации на аффинной плоскости
	3

	Задачи на построение параллельных прямых, решаемые с использованием теоремы Дезарга
	3

	Построение с недоступными элементами теоремы Дезарга
	2


        Цели и задачи курса:

· создание условий для формирования и развития у учащихся интеллектуальных  и практических умений в области геометрических построений; 

· привитие интереса к математике; 

· формирование умения самостоятельно приобретать и применять знания; 

· развитие творческих способностей; 

· развитие общеучебных мыслительных навыков; 

· повышение учебной мотивации за счет нетрадиционных заданий, имеющих практическую ценность.

Подведение итогов изучения курса предлагается организовать в форме защиты творческих проектов.

3.3. Теорема Дезарга и ее модификации

Замечания к проведению занятий по изучению теоремы Дезарга. 

  Теоремы Дезарга 1-5 и обратные к ним могут быть сформулированы в виде задач. Тогда эти задачи представляют свой материал для изучения таких тем школьного курса как «Векторы»(теорема 1), «Равенство треугольников», «Теорема о пропорциональных отрезках», «Параллелограмм», «Подобные треугольники», «Гомотетия», «Теорема Менелая».

  Теорема Дезарга (прямая и обратная) является одной из центральных теорем проективной геометрии, описывающей отношение «принадлежности» между точками и прямыми. Она позволяет легко решать задачи на доказательство принадлежности трех точек одной прямой, принадлежности трех прямых одному пучку, задачи на построение.

   Чтобы сформулировать теорему Дезарга на проективной плоскости, необходимо сформулировать определение фигуры, называемой трехвершинником.

  Определение: трехвершинник- это фигура, состоящая из трех точек, не лежащих на одной прямой, и прямых, их соединяющих. При этом точки называются вершинами, а прямые- сторонами трехвершинника ( рис.1).

                           А
В                                  С             

рис. 1.

 На проективной плоскости теорема Дезарга формулируется для двух трехвершинников ( фигур, состоящих из трех точек и прямых, их соединяющих) следующим образом: если прямые, соединяющие соответственные вершины двух трехвершинников, пересекаются в одной точке, то соответствующие стороны пересекаются в трех точках, лежащих на одной прямой. ( рис.2)
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 В этом случае ∆ АВС и ∆А1В1С1 называются перспективными, точка S- центром перспективы, прямая s- осью перспективы.

 На евклидовой плоскости не  всякие две прямые пересекаются, а принадлежность прямых пучку может означать параллельность этих прямых. Поэтому теорему Дезарга на евклидовой плоскости в виде одного предложения сформулировать не удается. Вместо одного предложения возникает пять; они соответствуют ситуациям, когда либо прямые, соединяющие вершины треугольников параллельны, либо стороны треугольников параллельны.

В данном параграфе рассматриваются все модификации теоремы Дезарга на евклидовой плоскости и обратные к ним теоремы. ( доказательства не приводятся ).

Теорема1. Если прямые, соединяющие соответственные вершины  треугольников  ∆ АВС и ∆А1В1С1, пересекаются в одной точке S, и прямые, содержащие соответствующие стороны  треугольников, пересекаются в трех точках U,V,W, то эти три точки лежат на одной прямой ( рис.2). 

Справедлива и обратная теорема.

Теорема 2.  Если прямые, соединяющие соответственные вершины  треугольников ∆ АВС и ∆А1В1С1, параллельны, а прямые, проходящие через соответственные стороны АВ и А1В1, ВС и В1С1, СА и С1А1, пересекаются в трех точках, то точки их пересечения U, V, W лежат на одной прямой. (рис.3)

Справедлива и обратная теорема.
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Теорема 3. Если прямые, соединяющие соответственные вершины  треугольников ∆ АВС и ∆А1В1С1, пересекаются в одной точке S, и две прямые, содержащие соответствующие стороны  треугольников, пересекаются, а третья пара соответственных сторон параллельна, то прямая, соединяющая точки пересечения первых двух пар сторон, параллельна сторонам треугольников (рис.4)

Справедлива и обратная теорема.
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Теорема 4. Если прямые, соединяющие соответственные вершины  треугольников ∆ АВС и ∆А1В1С1, пересекаются в одной точке S, и две пары соответственных сторон  этих треугольников параллельны, то и третья пара сторон лежит на параллельных прямых (рис.5).
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Справедлива и обратная теорема.

Теорема 5. Если прямые, соединяющие соответственные вершины  треугольников ∆ АВС и ∆А1В1С1, параллельны, а также параллельны две пары соответственных  их сторон,  то и третья пара сторон лежит на параллельных прямых  (рис.6).
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3.3.1. Применение теоремы Дезарга для построения параллельных прямых.

   При решении задач на построение основными фигурами на проективной плоскости являются точки и прямые. Точки и прямые, заданные условиями задачи, считаются построенными фигурами, также считается, что множество построенных фигур конечно и существует хотя бы одна построенная прямая, на любой построенной прямой существуют, по крайней мере, три построенные точки и вне построенной прямой существуют построенные точки.

    При решении задач на построение обычно принимают, что плоскость на которой строится чертеж, неограниченна; на практике же построения приходится производить на листе бумаги или классной доске. Отсюда возникают разного  рода затруднения; например, точка пересечения каких- нибудь параллельных прямых может оказаться за пределами чертежа. Средства для преодоления такого рода затруднений указываются в специальном разделе теории геометрических построений, носящем название: построение на ограниченном куске плоскости ([3],с.336-338). При решении задач такого раздела можно использовать теорему Дезарга и теорему о существовании  и единственности четвертой гармонической точки к трем данным.

В данном параграфе рассматривается серия задач на построение, решаемых с использованием теоремы Дезарга.  При выполнении построений здесь разрешается применять только один инструмент – одностороннюю линейку.

Задача 1. 

Даны две различные параллельные прямые а и b и точка А, не лежащая на них. Через точку А проведите прямую, параллельную данным прямым (использовать только линейку). 

Решение: 

Анализ. Пусть задача решена и прямая с проходит  через точку А параллельно прямым а и b. (Рис. 7, а). 
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                                                                                b
                                                            рис. 7, а. 

Можно предложить учащимся вспомнить теорему Дезарга, где перспективные треугольники содержат одну пару параллельных сторон (см. теорема3). Сделав к ней рисунок, сопоставить рис.7,а и рисунок, иллюстрирующий теорему. 

В этой задаче, как мы видим, первоначальный рисунок ничего не выражает. В нашем случае прямые а и в – это прямые, на которых лежат  две соответственные стороны перспективных треугольников, с осью перспективы с. Тогда точка А является точкой пересечения одной пары соответственных сторон. 

Ещё одна пара соответственных сторон  должна пересекаться в точке, также лежащей на с. Построение, таким образом, сводится к построению двух треугольников, одна  пара соответственных сторон которых  лежит на прямых а и в. Поэтому на прямых а и в  возьмем произвольные отрезки: [С1В1] ( а, [СВ] ( в в качестве соответственных сторон, а вторая пара сторон пересекается в точке А.

(С1С) ( (В1В) = S, S – точка, в которой пересекаются прямые, проходящие через соответственные вершины треугольников. Вторая пара сторон искомых треугольников лежит на прямых (АС1) и (АС). (Теорема Дезарга, рис.4). 

Построение:                                                                             S
1. Берем точки С1, В1 ( а. (рис.7, б)

2. Берем точки С, В, ( в. 
3. S = (СС1) ( (ВВ1).                                                                     С1                  В1   а

4. Проведем произвольную прямую l ( S.                                            О1
5. О1 = l ( (С1А)                                                                    А1                                                  А   с

О  = l ( (СА)

6. (В1О1) (  (ВО) = А1.                                                        С               О              В   в

7. (АА1) = с – искомая. 

                                                                                            рис.7,б

          Доказательство:

Рассмотрим  (С1О1В1  и  ( СОВ. (СС1) ( (ВВ1) ( (ОО1) = S по построению. Точки А = (С1О1) ( (СО) и А1 = (В1О1) ( (ВО) определяют прямую с. поскольку (С1В1) ||(СВ),                      то  с  ||а ||в.

Исследование

Задача всегда имеет единственное решение, так как через данную точку  можно провести единственную прямую, параллельную данной.

Задача 2. 

Стороны угла пересечены двумя параллельными прямыми и на одной стороне дана точка А. Найдите точку пересечения прямой, проходящей через точку А параллельно проведенным прямым,  со второй стороной угла. 

  Решение:

  Анализ. Пусть задача решена (см. рис. 8а), тогда мы видим, что АА1||а||в. 
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                                рис. 8а

Вспомним теорему элементарной геометрии о том, что если прямая а пересекает стороны угла, то и всякая прямая, параллельная а, тоже пересекает обе стороны угла. Таким образом, задача сводится к построению прямой с , проходящей через точку А и параллельную прямым а и в (а//в), то есть к задаче 1.

Рассмотрим прямые С1В1 и СВ как прямые, содержащие соответственные стороны перспективных треугольников, точку S – как центр перспективы, точку А - как точку пересечения одной пары соответственных сторон. Таким образом, мы находимся в условиях теоремы 3.

 Построение: Решение этой задачи повторяет решение задачи №1 (см. рис 7б)                         Доказательство:  Рассмотрим треугольники С1О1В1 и СОВ.

У них С1В1||СВ (по условию), С1О1 ∩ СО=А,  ВО  ∩ В1О1=А1 (по построению).

Таким образом, по теореме 3  А1А||а||в.

Исследование. Задача имеет единственное решение, так как через данную точку можно провести единственную прямую параллельную данной.

3.3.2. Задачи с недоступными элементами

    Общая теория геометрических построений с помощью циркуля и линейки строится в предположении, что любые две точки плоскости можно соединить прямой, что всегда может быть построена точка пересечения двух прямых и т.д., то есть в предположении, что все точки заданных фигур и искомой фигуры доступны. В практических условиях эти предположения могут не выполняться. Например, размеры чертежа могут быть такими, что некоторые элементы заданных или искомых фигур могут оказаться за его пределами, как это нередко встречается в чертежной практике. При построениях и измерениях  на местности не во всякую точку можно поместить геодезический инструмент и не всякий прямолинейный путь доступен для прохождения. В связи с этим возникла и развилась математическая теория геометрических построений с недоступными элементами.

      Простейшие задачи на построение с недоступными элементами рассматривал еще Ламберт в книге « Свободная перспектива» (1774г.).

       Появление недоступных элементов изменяет ход геометрических построений и обычно усложняет их. Мы не ставим себе задачу ознакомить школьников с теорией геометрических построений с недоступными элементами. Мы предлагаем познакомить их с методами решения отдельных задач, которые основаны на использовании аффинных модификаций теоремы Дезарга.

      Прежде чем приступать к обсуждению задач, необходимо обсудить, что стоит за словами «недоступная точка» и « недоступная фигура».

      Точку называют недоступной , если к ней нельзя применить аксиомы конструктивной геометрии, в частности, аксиому линейки и циркуля.

     Фигура считается недоступной, ели все ее точки недоступны. Недоступная точка считается заданной ( известной), если построены отрезки двух прямые, пересекающихся в этой точке. На рисунке, приведенном ниже, точка Р определена двумя прямыми а и в.

                                                          Р                    а

                                                                            в

     Во второй части данного параграфа решим задачи на построение с недоступными точками, опираясь на различные аффинные формулировки теоремы Дезарга.

Задача 3.Даны две прямые а,в, пересекающиеся в недоступной точке L( т.е. лежащей вне пределов чертежа); построить прямую, соединяющую точку L с данной ( доступной ) точкой М.

Решение .

Анализ: Пусть задача решена и прямая с проходит через точку М и точку L (рис.9а). для проведения анализа следует предложить учащимся вспомнить теорему Дезарга 1 и сделать к этой теореме рисунок.

Так  как точки М и L лежат на одной прямой, то можно рассмотреть их как точки пересечения соответственных сторон перспективных треугольников, а прямые а и в взять как прямые ВС и В1С1, то есть прямые на которых лежат две соответственные стороны перспективных треугольников с осью перспективы с. Таким образом, построение сводится к построению двух перспективных треугольников,                 а             

две стороны которых лежат на сторонах а и в,

 а другая пара соответственных сторон                                         М                              L

 пересекаются в точке М.Необходимо построение                                                                     c
 проводить таким образом, чтоб прямые 

пересекались в доступной части чертежа.                                 в                                                   

                                                                                                                            рис 9а

Построение :                                                                            
1) Возьмем точки А, В ( а; А1, В1( в. (рис. 9б)               а                       S
2) Точка S = (АА/) ( (ВВ/).                                                                 А

3) Проведем произвольную прямую l:  S ( l.                                              В

4)   С1 = (В/М) ( l,     С  = (ВМ) ( l.                                                      С
5) (АС) ( (А 1С1) = М1                                                        М                                      М1                      L

6) (ММ1) = с – искомая. 

Доказательство.                                                                                 C1                 
Рассмотрим ( АВС и ( А 1В 1С 1.  В них:                                                      В1                                                                                   

(ВВ 1) ( (АА 1)  ( (СС 1) = S
(АС) ( (А 1С 1) = М1,                                                            А1
(ВС) ( (В 1С 1) = М,

(АВ) ( (А 1В 1) = а ( в = L,                                                                   l
следовательно, по теореме 1 

точки М, М1 и L лежат на одной прямой.                                        Рис 9б

Задача 4.

 Даны две пары прямых а, а 1 и в, в1, пересекающихся в недоступных точках А и В  ( А= а∩а1,  В= в∩в1 ) . Постройте доступную часть прямой (АВ).

 Решение.

Анализ :  Пусть задача решена, доступная часть прямой (А В ) построена ( рис 10 а).

                                                      в1            в     А

                   а        В1         В2

                                                                         А2                                  рис 10 а

                                                      а1             А1

          В   

   Если рассмотреть прямые а и а1, в и в1 как прямые, содержащие соответственные стороны перспективных треугольников, то третья точка пересечения соответственных сторон должна лежать на прямой АВ. То есть для того чтобы построить доступную часть прямой АВ, необходимо найти две точки отличные от А и В, принадлежащей доступной части этой прямой. Для их построения необходимо построить две пары перспективных треугольников, таких, чтобы их стороны лежали на прямых а и а1, в и в1.

 Построение:

1. Пусть а∩в1=В1, а∩в=В2, в1∩а1=А1, в∩а1=А2 (рис10а);

2. Проведем прямую В2А1;

3. Отметим точку S: S ⋲ В2А1;

4. Проведем прямые S В1 и  S А2;

5. S В1∩ а1=А3;   S А2∩ в1=В3;  В1 А2∩ А3В3=М1;

6. Проведем через точку S две прямые q и r                              r                  В2
( трудность задачи заключается в том, что                                                             q
точка S  и прямые q и r берутся произвольно,         в1                                                                                          М1

поэтому некоторые необходимые точки                а      В1                                                   А2
могут оказаться за пределами чертежа)

7.Пусть q∩в1 =C; q∩в =C1; r∩а1=C2; r∩а =C3;                                                                          М2

8.C3 C1 ∩ C2С = М2
9.М1М2 – искомая.    ( рис 10 б )                                                                                А1

                                                                                                     А3           В3

Доказательство:                                                                                           S
Рассмотрим треугольники В1 В2 А2 и  А3А1В3.                           а1                                           В  

У них  В1А3 ∩В2А1∩А2В3 = S по построению, следовательно ,

треугольники перспективны с центром перспективы S. По условию задачи  В1В2 ∩А3А1 = А,   В2А2∩А1В3=В, В1А2∩В3А3 = М1 по построению. Тогда, по теореме Дезарга 1, точки А, В, М1 лежат на одной прямой. Аналогично доказывается, что точки А, В, М2 лежат на одной прямой для треугольников С3В2 С1  и  С2А1 С.  
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Приложение.
    Для обеспечения технологического подхода предлагается презентация ( функции визуализации, самообразования, мотивации, самоконтроля). Она дополняет все выше сказанное и является неоценимым помощником в работе учителя.
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